Mathématiques pour la physique

1. On considere un cylindre de rayon de base R et de hauteur h; fermé aux deux extrémités.

(a) Quelle est I'aire totale du cylindre ?
S =27R* 4+ 2rRh
(b) On mesure R et h avec les incertitudes AR et Ah; quelle est 'incertitude AS sur aire?

dS = 2 (2R + h) dR + 27 Rdh
AS ~ 27 (2R + h) AR + 2rRAR

ou on aurait pu écrire
AS (2R+h) AR 1

~ A —

— ~ ——Ah
S “R+n) R "R+n

(¢) Un fabricant de boites de conserve veut obtenir un volume maximal pour une aire donnée ; quelle
relation doivent alors vérifier R et h 7
V =7R’h

dV = 2rRhdR + wR*dh
Puisque S est une constante
dS =0 = 27 2R+ h)dR + 2nRdh =0

d
:sdh:f(QRJrh)fR

La variation du volume pour S constant est donc :

dV = 27nRhdR — mR* (2R + h) %

= 7R [2h — (2R + h)]dR
=7R[h—2R|dR

On cherche un extrémum de V c.-a-d. dV = 0.donc il nous faut choisir les dimensions telle que

h=2R
2. Calculer les différentielles des fonctions suivantes :
(a) g(z,y) =In|zy|
dg dz  dy
g xz Yy

(b) (2, y,2) = Va2 +y* + 22

xdr + ydy + zdz

dr =
(x2+y2+z2)1/2

3. On considere une sphere de rayon a . La densité inhomogene de la sphere s’exprime o (7, 0, ¢) = Crsin? 6
ou C' est une constante. Quelle est la masse totale de la sphere?

M = ///g (r,0,¢)dV, avec dV = r*drsin 0dfdeo

Visphere



En tenant compte des limites d’intégration :

M = /// r,0,¢)dV = / er/ sin Odf ch)C’r51n 0
0

Vsphere

:c/ r3dr/ sin2981n9d9/ do

0 0 0

= 27TC/ 7"3d7"/ (1fcos2 9) sin 6d60
0 0

Avec le changement de variable u = cosf, on a du = — sin 6df et

= 27TC/ 3d7"/ 17u
U r41°
27TC/ ridr [u - —} =2nC—= / ridr = —7TC [ ]
31 4 4 1o

= §7TC(I4

4. Soit un triangle rectangle d’hypothénuse H et de coté [ et L. On mesure les longueurs des deux cotés
H = 15cm et L = 7cm avec des incertitudes AH = AL =0, lem.

(a) Exprimer la longueur [ du troisieme c6té en fonction de H et L. Donner les expressions de dl et
Al et donner la valeur numérique de Al.

l= (H2 — [/2)1/2 = 4V/11 ~ 13,27cm

H L

dl = Tl L2)1/2dH — T L2)1/2 dL
= EdH — £dL
l l
ol ol 15 7
Al = FYei AH + 7L AL = ( ; 7) AL ~0,166cm

Ce n’est pas demandé mais on voit avec un calcul exacte que :
2 9 1/2
o = ((H + AH)? = (L AL)’) " ~13,431em
2 9 1/2
nin = ((H = AH)? = (L+ AL)?) " ~13,100em
lmax — [ >~ 0,164cm I — lmin ~ 0,167cm

ce qui confirme le bien fondé de notre analyse.

(b) On appelle « langle entre les cotés [ et H. Donner 'expression de da et Aa respectivement en
fonction de dL, dH et AL, AH et calculer Aa.

L L
sina = T = Arcsin T= 0.486rad = 27.8°
l
cosoz—ﬁ
L L
cos ada = 7 fﬁdH
g L(dL _dd
I\L H
L (AL AH o
AO{ = 7 <T 7) —0,0111‘ad—0,6



(¢) Donner l'expression de da en fonction de dl et dH. Prenons | comme la quantité mesurée et

calculer maintenant Aa si Al

= AH =0, lcm. Comparer cette valeur avec celle trouvée en (b).

l l
cosa = — = o = Arccos T= 0.486rad = 27.8°

1 l
—sinada = —dl — ﬁdH

Aa = —

= doa =

L

Sl o = E

) =0,027rad = 1.54°

H
dH dl

L

L\H 1
AH Al
H

(

(d) La valeur de A« trouvée de (c) n’est pas le méme que celui trouvé en (a) puisque les quantités
mésurées ne sont pas les mémes. Montrer qu’on peut retrouver I’expression pour dl trouvée en (b)
en utilisant 1'expression pour dI(L, H) trouvée en (a) dans 'epxression pour da (I, H) trouvée en

(c)-

dl _ H
On se rappel que T = zdH —

wlh
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5. Les formes différentielles suivantes sont-elles des différentielles totales 7 Si oui donner les fonctions dont

elles sont les différentielles :

(a) (wy —1)dx + (2% — 2y) dy

Donc ce n’est pas une différentielle exacte.

(b) (y—1)de+ (z—y)dy

oM ON _, _

dy or v Y
oM _, _ 9N
oy Ox

Donc il s’agit d'une différentielle exacte et :

a pour solution

(yi)d:ch(:cy)dyO

f(:c,y)/<y§) de =zy—Inz+ g (y)

Ensuite, on chosit g (y) afin que

8_y (Zay):N
%f(x,wzzv(z,y)
a%f(w,y)=x+g’(y)=(x—y)

=9 (y) =y
:&g(y):*%JrC



Dongc, la solution de I’équation différentielle est :

2
f(ac,y):xy—lnx—%—i—C:O

On vérifie ce résultat en calculant df :
1
df (z,y) =y —— )de+(z~-y)dy=0

(¢) Démontrer que i—gd:c + %dy n’est pas une différentielle totale.

oM _ 2 ,oN _ 1
oy 27 ox  a?

(d) Démontrer que facteur intégrant u (r) = 23 peut faire en sorte que I’équation
2y 1
() ﬁdfﬂ + p () Edy =0

deviennet une équation différentielle exacte.
Avec le facteur intégrant, notre équation devient :

2 1
xsx—gdx + xsgdy =0=2yzds +2%dy =0

ce que est est une différentielle exacte puisque :

M = 2yx N = 2?
oM _, _oN
oy 7 Oz

En intégrant
(@)= [ Qyo)de =y2® +g(y)
Ensuite, on chosit ¢ (y) afin que 8%]‘ (z,y) =N :
2 fay) = 2 (ya?+g(») =a® +4 (1) = N = a?
oy” dy
=g W) =0=g(y=C

6. Résoudre I’équation différentielle :

y' = 2xy
d d
i_y:mcy:—y:%cdx
dx Y
Iny =22+’
Solution :
N elny _ e$2+cl _ eclez2 _ Cem2

= y=Cexpa?
Vérification en prenant la dérivée des deux cotés :

y' = 2zCexpax? = 2zy





